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Introduction 

Milnor [ 5 ] a classifie les groupes de Lie unimodulaires riemanniens de dimen- 
sion trois. Sa methode est basee sur le resultat classique, qu’un endomorphisme 
auto-adjoint par rapport a une metrique definie positive est diagonalisable. On 
se propose d’adapter cette methode pour classifier les groupes de Lie unimodu- 
laires lorentziens en utilisant la classification donnee dans la ref. [ 21 des endo- 
morphismes auto-adjoints par rapport a une metrique de Lorentz. Comme appli- 
cations, tout d’abord, on donne des exemples de groupes de Lie de dimension 
trois admettant une metrique pseudo-riemannienne plate. On retrouve ainsi les 
resultats de Nomizu [ 61. Ensuite, on s’interesse au groupe de Heisenberg de di- 
mension trois pour lequel on donne la classification, a automorphisme de l’al- 
gebre de Lie pres, des metriques de Lorentz invariantes A gauche. 

1. PrCliminaires 

Dans tout ce qui suit G designe un groupe de Lie de dimension trois muni d’une 
metrique de Lorentz invariante a gauche notee ( , ) , et g son algebre de Lie sur 
laquelle on choisit une orientation. 
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Dans le but d’ttudier les algebres de Lie de dimension trois, on generalise la 
notion du produit vectoriel aux mttriques de Lorentz de la maniere suivante: 

Proposition-D&i&ion 1.1. L’application gxgxg+U? deftnie par (X,, X2, X3) 
+ det (a, ) ( X, , X2, X3 ) est independan te de la base pseudo-orthonormale directe (a;), 
on t’appelle produit mixte de X,, X2, X3 et on le note (XI, X2, X3). 

Demonstration. En effet soient (a;) et (a: ) deux bases pseudo-orthonormales 
directes de G. X,, X2, X3 &ant trois vecteurs de g, considerons les endomor- 
phismes u, f etf’ definis par 

u(a:)=a;, f(ai)=xi 3 f’(a:)=K. 

Nous avonsf’ =fo u d’oh det f’ = det fdet U. Or u est une transformation pseudo- 
orthogonale directe done det u = 1, d’oti la proposition. I3 

D&i&ion 1.2. Pour tout couple (X,, X2) de vecteurs de g, il existe un unique 
vecteur Z tel que 

(X,,X2, Y)=(Z, Y)=(Y,Z) VYq. 

Z est appele produit vectoriel de X,, X2 et on note Z= XI xX,. 

De la definition du produit vectoriel, on deduit facilement la: 

Proposition 1.3. 
(i) Le produit vectoriel est invariant par les transformations pseudoorthogonales 

directes. 
(ii) Si {e,, e,, e,} est une base pseudo-orthogonale de g telle que (e,, e, > 

=(e2,e2)=1 et (e3,e,)=-l,alorse,Xe,=-e3,e2Xe3=e, ete,Xe,=e,. 13 

2. Mbriques de Lore& sur les groupes de Lie unimodulaires 

Afin de donner les formes reduites de toutes les algkbres de Lie unimodulaires 
de dimension trois munies de metriques de Lorentz invariantes a gauche, on de- 
montre le lemme suivant: 

Lemme 2.1. La structure de l’algebre de Lie de G est like au produit vectoriel par 
la formule 

[u, v]=L(uxv) , 

oit L est un endomorphisme de g dPfni de maniere unique. Le groupe de Lie G est 
unimodulaire si et seulement si la transformation L est auto-adjointe. 
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DPmonstration. Soit {e,, e2, e3} une base pseudo-orthonormale de g, on definit la 
transformation lineaire L: g+g par 

Lb )= k2, 51 , Ue2)=k34, L(e)= [e2, 6 1 . 
La proposition 1.3 implique L ( eix e,) = [e,, ej] , par consequent L (u X v) = [ u, v] 
pour U, 21 quelconques. q 

On rappelle qu’un groupe de Lie G est unimodulaire si et seulement si trace 
ad ( V) = 0 pour tout UE 9. Posons L (ei) = c+ej, on a alors 

tracead(e,)=-a,,-oYz3, 

trace ad(e2)=(Yj, +cY,~, 

trace ad(e3)=cr2, -c~,~. 

D’autre part, on rappelle Cgalement (voir la ref. [ 71) qu’un operateur auto-ad- 
joint sur un espace vectoriel de Lorentz de dimension trois a une matrice (rela- 
tivement a une base pseudo-orthonormale {e3, e2, e,} ) de la for-me 

a X 
( > -‘X B ’ 

ou aeR, B est une matrice 2x2 symttrique et X une matrice quelconque 1 x2. 
Ainsi G est unimodulaire si et seulement si L est auto-adjointe. 

D’apres la ref. [ 21, L peut ttre reduite par des transformations pseudo-ortho- 
gonales qui laissent invariante la mttrique de Lorentz, a une for-me particuliere 
caracterisee par la nature des valeurs propres 1i et des espaces propres LA, de L. 

Gas 1. 2, =A2=Ax et dim 4, = 1. Dans ce cas, L peut etre reduite a la for-me 

L(e,)=jIe, +cue,+ae,, 
Ue2)=ae, +Be2, cY#O,pER. 
L(e3)=-cxe,+jIe,, 

On en deduit la forme normale pour le crochet 

[e,, e2l=ae, -I%, 
(9,) he31=--ae,-Be2, 

[e2, e3]=j3e, +ae2+ae,. 

Proposition 2.2. Les groupes de Lie ayant ( g1 ) comme algt?bre de Lie sont iso- 
morphes h 

(i) 0( 1,2) ou SL(2, W) sijI#O, 
(ii) E( 1, 1 ), le groupe de mouvements rigides de respace de Minkowski de di- 

mension deux, si /I= 0. 
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Demonstration. Si /?# 0, alors dim g’, = 3 (g’, &ant l’algebre derive de g1 ), d’apres 
la classification de Jacobson [ 31 g, est isomorphe a so (3) ou sl( 2, W). Comme 
so (3) est compacte, sa forme de Killing-Cat-tan est dttinie negative alors que 
celle de g, a pour signature ( +, + , - ). Done necessairement g1 est isomorphe a 
sl(2, IR). 

Si p= 0, g I est isomorphe a l’algebre de Lie de E ( 1, 1) detinie par 

[h, bl =v* , [h,v,l=-Q, [~,,V21=0, 

par l’isomorphisme 

f(v,)= -e, +e2 +e3, fb2)=el +e2+e3, f(v3)= l/cue, + l/ae3. 0 

Remarque. Les autres cas peuvent &re demontres de la mCme man&e; on omet- 
tra alors leur demonstration. 

Gas 2. 1, & et A2=x3 EC. Darts ce cas, L peut etre reduite ii la forme 

W,)=cw, 
L(e2) =Bez -w3, yf0. 
W3) =w2 +Be3 ) 

La forme normale du crochet est alors 

k2, 4 =w , 
(92) [e3,ell=Be2-re3, YZO. 

[e2, el I =ye2 +/3e3, 

Proposition 2.3. Les groupes de Lie ayant g2 comme algPbre de Lie sont iso- 
morphes & 

(i) 0( 1,2) ou SL(2, R) si a#O, 
(ii) E( 1, 1) si cu=O. 0 

Gas 3. L est diagonalisable. Dans ce cas, la forme nor-male du crochet est 

k2, 4 =cw , 
(93) heIl=Be29 

[e2, 4 =w . 

Proposition 2.4. Les groupes de Lie associPs ?I g3 sont 
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+ + + sL(2,R)ouo(1,2) 
+ - - sL(2,R)ouo(1,2) 
+ + - SO(3) ou SU(2) 
++o E(2) 
+o - E(2) 
+ - 0 Wl, 1) 
+o + Wl, 1) 
+ 0 0 H3 
0 0 - H3 
0 0 0 R@[R@IR 

oii E (2 > dksigne le groupe des mouvements rigides de respace euclidien de dimen- 
sion deux et H, le groupe de Heisenberg. Cl 

c&4. ~,#12~=A~ et dimL,,=l ou ,I,=,12=A3 et dim4,=2. La forme nor- 
male du crochet est alors 

k2, 4 =w , 
b4) k3, e, 1 =P2 -e3 3 q=“l. 

[e2,e,l=e2--(2tl-Bk3, 

Proposition 2.5. Les groupes de Lie associh ci g4 sont 
(i) q= 1 

a P groupes de Lie 

#O #1 SL(2,R) ouO(l,2) 
0 21 E(l, 1) 

<o 1 E(l,l) 
>o 1 E(2) 

0 1 H3 

(ii)rj=-1 

a B groupes de Lie 

#O z-1 sL(2,R)ouo(1,2) 
0 2-I E(l, 1) 

>o -1 E(l, 1) 
<o -1 E(2) 

0 -1 H3 



300 S. Rahtnani / Mktriques de Lorentz sur les groupes de Lie 

Remarque. On notera que les structures correspondant a q= 1 et II= - 1 sont iso- 
metriques a travers des transformations lorentziennes a coefficients imaginaires. 

3. MBtriques de Lorentz plates 

L’existence de metriques de Lorentz invariantes a gauche plates (c’est-a-dire 
dont le tenseur de courbure est nul), contrairement au cas des metriques definies 
positives, semble Ctre un phenomene plus frequent. Utilisant la classification 
precedente, on donne les exemples de groupes de Lie possedant une metrique de 
Lorentz plate. On retrouve ainsi les resultats de Nomizu [ 61. 

ThCorkme 3.1. Les groupes de Lie suivants posst?dent une mktrique de Lorentz in- 
variante b gauche plate : E (2 ), E ( 1, 1) et Hj. 

Demonstration. Dans la proposition 2.4, en prenant cx = p= 1 et y=O, on montre 
que E (2) possede une metrique invariante a gauche plate. En effet, on a 

Ve, e, = VC,, e2 = V,e, =V~,e3=VE2e2=V2e,=V~,,e~=0, 

V&e, =e2, Ve,e2=-e,. 
11 s’ensuit que 

R(e,,e2)=R(e2,e3)=R(e3,el)=0, 

oh R est le tenseur de courbure de la pseudo-mttrique. 
Pour E ( 1, 1)) on considere la metrique correspondant a (x = y= 1 et /.I= 0 dans 

la proposition 2.4. Le calcul montre que 

ve, =o 3 vc, =o 3 Ge, =e3, V,e3 =6 , Vcze2=0. 
11 s’ensuit que 

R(e,, e,)=R(e,, e2)=R(e2, e,)=O. 

Pour le groupe de Heisenberg on considere la metrique correspondant a CY = 0 
et p= 1 dans la proposition 2.5. Le calcul montre que 

pt., =o , Vae, = Ve,,e, =e2 -e3, Vae2=Vme3=V,,e3=Vae2=-e,. 
Ainsi, on obtient 

R(el,e3)=R(e,,e2)=R(e2,e,)=0. 0 

Remarque 1. On notera que Milnor [ 5 ] a demontre que le groupe E (2) possede 
une metrique riemannienne invariante a gauche plate contrairement aux groupes 
E( 1, 1) et H, (voir corollaires 4.6,4.7 et 4.8 dans la ref. [ 51). 



5’. Rahmani / Mkwiques de Lorentz sur les groupes de Lie 301 

Remarque 2. Le groupe SO ( 3 ) (ou SU (2 ) ) n’admet pas de metrique de Lorentz 
invariante a gauche plate. En effet pour toute metrique de Lorentz sur SO (3) 
(voir la proposition 2.4), on a 

R(el, e2)el = [$((Y--p)*+aY2-ty((y+p)le2, 
avec$(cu-/3)*+~y2-~ty(a)+~)~0cara!>0,/?>0etyc0. 

4. MCtriques de Lore& invariantes A gauche sur H3 

On donne la classification a automorphisme de l’algebre de Lie hj pres, des 
mttriques de Lorentz invariantes A gauche sur le groupe de Heisenberg H3. 

ThCorkme 4.1. Toute mktrique de Lorentz invariante ci gauche sur le groupe de 
Heisenberg H, est isomorphe, ci automorphisme de Palg&bre de Lie h, pr&, & l’une 
des mktriques de Lorentz suivantes: 

L dx*+dy*+ (x dy+dz)* , &?I =- 22 

g2= +x*+dy*-(xdy+dz)*, APO, 

g, =dx*+ (xdy+dz)*- (( 1 -x) dy-dz)* . 

L’algt?bre des champs de Killing de g, et g2 est de dimension quatre, celle de g3 est 
de dimension six. 

Demonstration. L’algebre de Lie de Heisenberg a une base constituee de 

a a a 
el=z, 

e2=ay-xz' 
e,=Ai, AfO, 

pour laquelle 

[e2, 4 =h , 16, e,l=09 [e2, 6 1 =O . 
Les formes duales invariantes a gauche sont alors 

co, =xdy+dz, mz=dy, ox=(l/A)dx. 

La metrique de Lorentz invariante A gauche admettant {e,, e2, e3} comme base 
pseudo-orthonormale n’est rien d’autre que g,. Toute metrique de Lorentz cor- 
respondant a /?= y=O dans la proposition 2.4 est isomorphe, a automorphisme 
de l’algbbre de Lie hX p&s, a g, 

L’algebre de Lie des champs de Killing de la variete (H,, gl) admet comme 
base 
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X2= -Aye, +e3, 

X3=-xel+e2, X4=e,. 

La metrique g2 correspond au cas oh CY = p= 0 dans la proposition 2.4; ce cas se 
traite de la mCme manihe que le precedent; on omettra sa demonstration. 

La metrique g3 correspond au cas oh CY=O et J?= 1 dans la proposition 2.5. On 
choisit une base de l’algbbre de Lie de H3: 

a 2+(1-x)$ a a 
el=z, e2 ay e3=G-xG’ 

pour laquelle 

[e2,e31=0, [e3, el 1 =e2 -e3, [e2, 6 1 =e2 -e3. 

Les formes duales invariantes a gauche sont 

q=dx, W2=xdy+dz, 03=(l-x) dy-dz. 

La metrique de Lorentz invariante a gauche sur H3 admettant {e,, e2, e3} comme 
base pseudo-orthogonale est exactement g3. 

L’algbbre de Lie des champs de Killing de ( H3, g3) admet comme base les 
champs suivants: 

x, =y2& +ya -(2x- l)yi, 
ay 

x2=;, x32 
ay ’ 

x‘pz; -x2 
ay 

+ (x2-x) ;, xs=y~-x$ x6==;. d 
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